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Μάθηµα - Γραµµικοί Χώροι και Στοιχειώδεις Ιδιότητες

΄Ασκηση 1. ΄Εστω X διανυσµατικός χώρος. Να δειχθούν τα ακόλουθα:

(i) Αν x, y, z ∈ X τέτοια ώστε x+ y = x+ z, τότε y = z.

(ii) Το µηδενικό στοιχείο του X είναι µοναδικό.

(iii) Για κάθε x ∈ X, το αντίθετο στοιχείο του x είναι µοναδικό.

(iv) 0 · x = 0, για κάθε x ∈ X.

(v) λ · 0 = 0, για κάθε λ ∈ R.

(vi) Αν λ · x = 0, τότε είτε λ = 0, είτε x = 0.

(vii) Για κάθε x ∈ X και λ ∈ R, ισχύει ότι −(λ · x) = (−λ) · x.

(viii) Για κάθε x ∈ X και n ∈ N, ισχύει ότι x+ . . .+ x︸ ︷︷ ︸
n-το πλήθος

= n · x.

΄Ασκηση 2. Θεωρήστε τα ακόλουθα υποσύνολα του R2 :

B1 = {(q, 0) : q ∈ Q},
B2 = {(x, 2x) : x ∈ R} ∪ {(x, 3x) : x ∈ R}.

Να ελεγχθεί το κατά πόσον τα σύνολα B1 και B2 είναι α) κλειστά ως προς την πράξη της
πρόσθεσης και ϐ) κλειστά ως προς την πράξη του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού. Είναι
διανυσµατικοί υπόχωροι του R2;

΄Ασκηση 3. (α΄) ΄Εστω X διανυσµατικός χώρος και (Yi)i∈I οικογένεια υποχώρων του. Να
δειχθεί ότι η τοµή τους είναι και αυτή υπόχωρος του X.

(ϐ΄) Να δειχθεί ότι η ένωση υποχώρων ενός διανυσµατικού χώρου δεν είναι κατ’ ανάγκην
υπόχωρος, ϐρίσκοντας κατάλληλο αντιπαράδειγµα.

΄Ασκηση 4. Για τους χώρους ακολουθιών ισχύουν οι ακόλουθοι εγκλεισµοί :

c00(N) ⊆ `1(N) ⊆ `2(N) ⊆ c0(N) ⊆ c(N) ⊆ `∞(N) ⊆ RN. (1)

(i) Να αποδειχθει ότι `1(N) ⊆ `2(N). Οι υπόλοιποι εγκλεισµοί είναι σχεδόν προφανείς.

(ii) Να αποδειχθεί ότι όλοι οι παραπάνω εγκλεισµοί είναι γνήσιοι.


